LIMITI DI FUNZIONI REALI 3

TEOREMI SUI LIMITI DELLE FUNZIONI

Teorema dell’unicita del limite

Se x — x, esiste il limite della funzione f(x) tale limite ¢ unico.
Dimostrazione per assurdo

Sia lim,_,,, f(x) =¢; e lim,,, f(x)=4, con ¥ #4¥,
Ve > 0,38, > 0 |Vxelxy — 6;x0 + S[—{xo} = |f(x) —#1] <€

Ve > 0,358, > o|Vxelxy — 8;x0 + S[—{x0} = |f(x) —£;] < €

lf G — 41l <e
lf() = €2l <€

11 valore assoluto della differenza di due numeri relativi ¢ < della somma dei valori assoluti di tali

Sia s, <8, Ve>0,38, >0 [Vxelxy — 6;x + 6[—{x,} = {

numeri

FG) = &1 = [FG) = &1 < [IFG) = &l +1f Q) — 6] <e+e

|¢, — 4] < 2e! ASSURDO

Ma cid ¢ assurdo in quanto £, e £;sono finiti e diversi I’uno dall’altro e la loro distanza non pud

essere minore di un numero arbitrariamente scelto |£, — €;| < 2€.
Teorema della permanenza del segno

Se per x — x, la funzione f(x) tende ad un limite finito £ non nullo # 0, esiste un intorno dix,
per ogni x del quale, la funzione f(x) assume valori dello stesso segno del suo limite.
£+#0
lim f(x) =¢+0

X—Xq
Per la definizione di limite si puo scrivere: Ve > 0 3 un intorno = |f(x) — €| < €

oanche ?—e<f(x)<l+e

Sescelgo€=|12ﬂ, €—|1zil<f(x)<l+|2il

1) £>0 ¢ —g < flx) <l +§ ~£<f(x) <Z¢ quindi positiva
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2) £<0 e+S<fl)<l-3 2e<flx) <3¢ quindi negativa

Criterio del confronto

Siano f(x), h(x), g(x) definite nello stesso intervallo, escluso al pit x,.
Se  per ogni X in questo intervallo risulta  f(x) < h(x) < g(x)
limy ., f(x) = lim,_,, gix) =¢ =

Allora lim h(x) = ¢

X—Xq
Dimostrazione

Ve > 03h,

Ve > 0,38 > 0|Vxelxy — 6;x9 + 6[—{xo} = |f(x) — ¢ <€
Ve > 0,38" > 0|Vxelxy — 8';x0 + 8’ [—{xo} = lglx) — ] < €
Df—e<f(x)<t+e

Nl—e<glx)<t+e

Sia H;=H; N H, ; tenendo conto delle precedenti, si puo scrivere:

t—e<f(x)<h(x)<gx)<t+e

allora
Ve>0,Jh; =2¢—e<h(x)<f+e
e quindi
|lh(x) — 2| <€
cio¢ il limite
lim h(x) = ¢.
x-%o
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Teorema del valore assoluto

Se, al tendere di x — x,, la funzione f(x) tende ad un limite finito ¢, il valore assoluto della f(x)

tende al valore assoluto di ¢
limyy, f(x) =4 = limy e, [f GO = €]
Ve > 0,36 > 0| Vxe]x0_5‘x0+5'[ = lf(x) —?| <e
Ma
vx, [IF@I-1el] < [fG) — ]
Ve > 0,36 > 03 Vxe]x0_5,x0+5’[ = ||f(x)| —|® || <|f(x)—4¥|<e
> |IF@I-1e1] <e
da cui
Jlim[£C)] = [¢ ]

Corollario
lim,, f(x)=¢f = lim,,, [f QO] =]

? |

IF@I - lel] <e=2l

e] - Llareol < e [+

2

el <Ifml<2le]

2 feIl<3

Limite della funzione reciproca di una funzione data

Se f(x) per x = x, lim,,, f(x)=¢+#0

[£—f (%)
I£ GOl 1£]

Allora lim,._,, % = %

1 1
= |—- —| OVVero
fly ¢

Per ’ipotesi  |f(x) —¢| <o
Inoltre
lim [ ()] = 1]
[]-e <IfI<I¢ |+ e
E posso trovare , definito € :%, un conveniente intorno con € = H;—l in cui risulta:

|€ | 3£
T<|f(x)|<§| |
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|[£—f(x)| o 20
AV
FGOl Tel Ly

€ = Junintorno di x, dipendente da o e quindi da € .

Quindi risulta

Il comportamento precedente, anziché in un intorno (completo) di x,, puod presentarsi in un intorno

destro o sinistro di x,; in questo caso | ‘intervallo di definizione deve essere non limitato (sup.,inf.).
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